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L'échantillonnage

Les fondamentaux du cours

Echantillonner dans le domaine temporel revient

=

Analyser le phénomene de repliement de spectre et énoncer la condition évitant le repliement
de spectre

=

Ouvrir 'APT LABVIEW échantillonnage
Augmentez la fréquence d'échantillonnage que remarquez-vous (on peut aussi utiliser un
bloqueur d'ordre 0)

Fréquence
Echantillonnage

Frégquence|

Réglez la fréquence d'échantillonnage a 30 Hz et positionnez-vous dans le domaine fréquentiel
en enlevant le bloqueur d'ordre O
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signaux fréguentiel signaux temporels

Complétez les encadrés

SPECTRE DU SIGMAL ECHAMNTILLOMNME |

0.03 - 3
S(f) { I I
r i
0.02
0.01 |
2FE I'I”Wf«m ML 3EE
D'DD_I [} Ih 1 "I 1 FIE 1 u 1 MI 1 | 1 Ii 1 1 1 1 1 ‘“I
0 5 15 X 25 330 3B 45 o 55 60 6 70 75 8 8 90 95 100

Diminuez la fréquence d'échantillonnage a 20Hz Qu'observez-vous ?

=

SPECTRE DU SIGNAL ECHANTILLOMNME |

DI Obser

N

| h_

0.00- 1 1 1 1
0 5 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 73 20 a5 90 95 100

Comment s’appelle la condition pour éviter ce phénoméne. Donnez son expression littérale

=
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La quantification

Les fondamentaux du cours

Justifiez par une formule que le quantum est inversement proportionnel au nombre de bits du
quantificateur

=

Justifiez par une formule que la puissance du bruit de quantification est proportionnelle a la
valeur du quantum

=

Qu'apporte l'utilisation d'un pas de quantification variable

=

Lancez le logiciel quantification.exe
Comment s'appelle la grandeur physique que I'on mesure sur la courbe du bas

| 134045204918/ |

Signal original eV ‘ I

S LA A RRAT FUULU /A RVRR R NI
T ARIAAARA AT T ARARRAAN AT
ol L AN A A AR WAL/ I

i 1 1 I 1 | | [l ! 1 1 1 i | ! l 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
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Augmentez le nombre de bit a 4 pour la quantification, En utilisant les formules du cours donnez
la valeur du quantum :

Q=

Interprétez les résultats obtenus

Signal original LS || | 19.5956200131 |
Signal quantifié L™

2.0+ I -

1.0 /'da BE"\ Aﬂﬁ \l‘bt\

7 ~ Vi ~
N 7 ~ 7

< 2' D ) 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.35 0.40 045 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
juantification absolu

|

1 1
0.00 0.05 010 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

La formule du cours est-elle valable dans notre cas :

(%)db =-14.56 + 6.02n
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Si n le nombre de bits augmente que se passe t'il ?

=

Peut-on augmenter indéfiniment n ?

=

On choisit un quantificateur du type non linéaire logarithmique a 13 segments (n=4) :

QUANTIFICATEUR

Plage d'amplitude
gquantificateur

| Nombre de bits
de guantification
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Que constatez-vous pour le pas de quantification ?

Signal original

Signal quantifié

2.0

1.0

0.0

-1.0

-2.0-

1 1 I 1 I I ]
000 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 080 08 090 095 100

uantification absolu

1.0+
0.5
0.0 -] Bl A i, - 4
2 4 KR ¥ 4 N ¥
-0.5

I 1 ]

_1 'O 75 I 1 I I I I 1 1 1 1 ] 1 1 I ] ] ]
0.00 005 030 015 020 025 030 035 040 0.45 050 055 060 065 070 075 030 085 090 095 1.00

Pourquoi utilise-t-on un pas de quantification variable suivant I'amplitude du signal ?

=
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Le code correcteur de reed solomon

Lancez le logiciel reeddolomon.exe

Que représente la valeur de n ?

Réglez =2 puis cliquez sur validation

| £:| Reed-Solomon Encodeur/Decodeur : GF(2#k) with n = 255, k= 8, t= 2. — O =
fichier
Parametre Reed-Solomon Générateur polynomial info + erreurs
n= k= t= ~ o~

255 8 2 | lidati T o |
un octet/'symbole Tl bl nbre d'erreurs
Random
3 =
Affichage polynomiale + aide
[
4

aide

choix affichage

n Polynomial v

-~

1] [ >

Erreurs detectées e=code erreur d=mot code + code erreur c=mot du code i= information données

auit | Biank | clear o [o [ B o

p.petitpa

On souhaite générez 8 données d'informations différentes ainsi que deux erreurs, faire le
réglage suivant et cliquez sur Random :

Choisir une représentation polynomiale pour i(x)

choix affichage

[wv=- 14

Que représente i(x) ?

=
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i(x) = GXM226 + 51XA206 + 41K 08 + 195KM06 + BOXATE + 210M T2 + TTANT0 +
203%"16

Choisir une représentation polynomiale pour e(x)
Que représente e(x) ?

F |

=

|e[><} = 112207 + 1546112

Choisir une représentation polynomiale pour c(x)
Que représente c(x) ?

=

C(x) = GX"230 + 51X210 + 4154112 + 195110 + BOXATO + 21X76 + TTH"T4
203XM20 + 1663 + 25302 + 2371 + 70

Choisir une représentation polynomiale pour d(x)
Que représente d(x) ?

=

d(x) = X230 + 51X'210 + 112X"207 + 41X*112 + 195X10 + BIK'TY + 21T |
B+ TTH"T4 + 203020 + 154K 2 + 16K"3 + 253X"2 + 237X + 70

Choisir une représentation polynomiale pour D(x)
Que représente D(x) ?

=

D)= 6X"230 + 51xK%210 + 4148112 + 195XM110 + BAXTI + 21HTE + TTHMT4
+ 2036420 + 16X°3 + 253X%2 + 23741 + 70
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Cliquez sur clear et blank pour réinitialiser les valeurs et vérifiez que le syndrome est nul si il
n'y a pas d'erreur

i | |£ Reed-Solomon Encodeur/Decodeur : GF(2"k) with n = 255, k=8t = 3. - O *
fichier
|, Parametre Reed-Solomon Générateur polynomial info + erreurs
2 n= k= t= ~ A
255 g B validation E o |
n un octetisymbole nbre de données © © "pred'ereurs
1 |
Fandom I

:ﬁ
] i) =0 ot

i) = 150X"211 + 1148147 + 233X"84 + 181X"49 + 118X"48 + 140X"42 + 5X* Affichage polynomiale + aide
h 22 + 1976

e(x)=0 ;
In dix) = 150X4217 + 114X%153 + 233X"90 + 181X"55 + 118X"54 + 140X"48 + 5X* aide

+ AIz+39xf-5+132xf-4+11?><ﬂ3+29><A2+4xf-1 +30

s(x)= 0
T

choix affichage

S(}(]: [
]
Er 1] [r] |
- Erreurs detectées e=code erreur d=mot code + code erreur c=mot du code  i= information données
Quit | Biank | ctear|| | 5 E— B
p.petitpa

Faire les réglages suivants :

Parametre Reed-Solomon Générateur polynomial info + erreurs
n= k= t= A
255 8 la validation s | _
un octetisymbole ibre de doimces ¥ ¥  nbrederreurs|

Random1
[ [ .

Que constatez-vous dans la case erreurs détecté lorsque vous cliquez sur random, conclure ?

| =t {decoding
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Comparez dans ce cas précis la représentation polynomiale de D(x) et de d(x), conclure ?

=
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Les modulations analogiques : La modulation A3E

Les fondamentaux du cours

Identifiez dans le cours le taux de modulation et son impact sur le signal modulé
=

Vérifiez par des formules que |'opération de modulation n'est qu'une simple translation du
spectre du message d'origine

=

Lancez le logiciel Modulation d'amplitude A3E.exe

Que représente le taux de modulation m
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Faire les réglages suivants :

Fréquence de la PORTEUSE
Ve i o

e S e P e _
20 40 60 80 100 _' Détail duTP
Frégquence de I'INFO

S e 50 1%

daph I1I[II TAUX de modulation

| Information ALEATOIRE :

signal toujours sinusotdal,
mais de fréquence variant
aléatoirement entre 0 et

Dessinez |'enveloppe du sighal modulant sur la courbe ci-dessous

nl llmlllh. |
H'”'HH il ”u

Le spectre est le suivant, justifiez ce résultat en utilisant les formules du cours
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Modifiez le taux de modulation a une valeur de 1.5, en utilisant les résultats du cours donnez
I'amplitude des raies sur le schéma ci-dessous :

Que constatez-vous sur |'enveloppe du signal modulé

=
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Choisir un signal du type Aléatoire

Me pas visualiser

Type d'INFO

Soit le spectre du signal ci-dessous :

tm(f)
m (—\._ >

-lémax 0 Fmax f

Identifiez sur le schéma les composantes spectrales données par la formule suivante :

AC xo(f - fc)+m(f — fc)

Spectre fréquence positive S(f)= 5 .
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Que vaut approximativement la bande passante du signal modulé :

=

Avantages

=

Inconvénients

=
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Les modulations analogiques : La modulation J3E

Lancez le logiciel Modana J3E.exe et faites les réglages suivants (le bouton BLU permet de
centrer le filtre passe bande). Dessinez sur le spectre la position du filtre passe-bande et ses
deux fréquences de coupure

Fréquence de la PORTEUSE

Vo 5 freres

) IEIDI I l4‘l}‘ : 60 ISD 100 Me pas visualiser
Fréquence de I'INFO

propos

¥ . lhertz
B R
Mode BLU
INF[ 08 sup|

Bande Passante du FILTRE

!.-.“’E

10 20 a0 40 50

Modifiez un parameétre afin d'obtenir une BLU du type Bande latéral inférieure ou LSB (lower
side band).

=

SPECTRE du signal J3E ™

Amplitude en volts

0.0 T T T T 0
o 10 20 30 40 50
COm i
Frégquence de la PORTEUSE
y  Vn— s
1] 20 40 60 80 100
Fréquence de I'INFO
. - ' 10 |hertz
2 4 (51 a 10
Mode BLU
INFRE S S UP|
Bande Passante du FILTRE
20  |hertz

max

A propos

Me pas visualiser
Type d'INFO

simple (SINUS) |

Type du FILTRE

Ordre du FILTRE

3 4

O T T ST ET R TR ET]
T 2 3 4.5 6 F 8B
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Citez les avantages et inconvénients de ce type de modulation
=
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Les modulations analogiques : La modulation F3E

Les fondamentaux du cours

Identifiez la relation qui lie la fréquence instantanée d'un signal d sa phase instantanée
=

Caractérisez l'indice de modulation en FM

=

Identifiez les différentes raies spectrales et leurs amplitudes d'un signal modulé dans le cas
simple d'un signal modulant sinusoidal

=

Relevez la formule de Carson et comprendre son impact sur le spectre occupé par un signal
modulant quelconque

=

Lancez le logiciel ModanaF3E.exe

Que représente l'indice de modulation ﬂ

=

Faites les réglages suivants :
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_ WA AR,

Fréquence de la PORTEUSE

U 7 |
20 40 60 80 100 _ Détail du TP ]

Fréquence de FINFO

4 fhertz 8.40
1

10 INDICE de modulation

R G P
o

LA
2 4 G

Bande de CARSON : Hz

- Modulation F3E

L’indice de modulation agit sur quelle grandeur du signal modulé ?

=

Mesurez approximativement la bande passante et justifiez théoriquement par le cours cette
bande passante

=
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On regle le signal sur signal aléatoire, Pourquoi peut-on affirmer que la formule pour un signal
modulant quelconque est vérifiée :

L o ALEATOIRE . |

Citez les avantages et inconvénients de ce type de modulation F3E

=
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Les modulations numériques : La modulation FSK

Les fondamentaux du cours

Relevez le paramétre physique qui caractérise la largeur du lobe principale du spectre du signal
modulé

=

Faites les réglages suivants :

Fréquence de la PORTEUSE

Vo 155 hert
T P BB o o 4
50 100 150 2000 250 _ Detail du TP
SHIFT Débit binaire brut de INFO

o  V— 2> (lits/s

TR VY o
20 40 &0 g0 100

Bande (de CARSON) : [[E[j hertz

| Information SIMPLE :
train binaire ou de symboles,
de M niveaux croissants (+
petit au + grand cycliguement)
et non pas aléatoires ’
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En visualisant la forme du signal modulé décrire quel parametre va influencer la BPlatérale

Modifiez le débit binaire conclure ?
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Les modulations numériques : La modulation PSK

Les fondamentaux du cours

Relevez I'expression temporelle du signal modulé en faisant apparaitre les composantes i(t) et
q(t) pour la constellation

=

Donnez I'expression littérale du spectre occupé par un sighal modulé en PSK

=

Identifiez I'effet de I'augmentation de la valence M sur le rapport signal sur bruit Eb/NO
=

Lancez l'applicatif Modnum_PSK.exe et faire les réglages suivants :
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Fréquence de la PORTEUSE
Vamm 151 her
50 100 150 200
Débit binaire brut de I'INFO

'_ 8 ||bits/s

Fiad
o 50

T
100 Tal

Bruit sur I' INFO

Information SIMPLE :

train binaire ou de symboles,
de M niveaux croissants (+ QUITTER ?
petit au =+ grand et inverse)

J

Quel type de modulation numérique obtient-on ?

=

Identifiez sur le chronogramme ci-dessous les changements de phase :

En vous servant des notions de cours déterminez approximativement la bande passante et
vérifiez sur le graphique. On considérera que :
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» la majorité de I'énergie est contenue dans les deux premiéres raies.
> le coefficient de roll-off est proche de 1 (filtrage peu efficace)

Vérifiez avec un signal aléatoire I'approximation de la bande occupée par un signal modulé PSK .

Effectuez le réglage suivant :
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Fréquence de la PORTEUSE

B T T I e A

0 50 100 150 200

30 [lbits/s

0 50 100 150 200

Transmission de [N bits/SYMBOLE —>

Bruit sur I' INFO

Information SIMPLE :

train binaire ou de symboles,
de M niveaux croissants (+
petit au =+ grand et inverse}
et non pas aléatoires

Quel type de modulation numérique obtient-on ?

=

Observez les changements de phase :

Graphe N2

10.0-  INFO partie B(k) "

Porteuse

Amplitude en volts
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Identifiez sur le graphe suivant les valeurs de ak et bk

Positionnez un signal réel :

Estimez a peu pres pour ces réglages l'occupation spectrale sur le graphe ci-dessous

Modifiez le curseur afin d'avoir du bruit
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Quel type de bruit est généré amplitude ou phase, justifiez votre réponse :

Faire les réglages suivants afin d'obtenir une modulation du type PSK32

Fréquence de la PORTEUSE

U 151 fhert:
L R s e prm— ;
50 00 150 200 Detail du TP ]

Débit binaire brut de I'INFO

A propos

e Valence M
W 161 (bisss
T T .
0 100 150 200 @)
Transmissionde [EM bits/SYMBOLE --> Débitde [-74] BAUDS

Bruit sur I" INFO Filtrage de NYQUIST

INFO numérique

REELLE |
| train binaire ou de symboles,
|| de M niveaux croissants (=

QUITTER ?
| petit au = grand et inverse)

A

Comparez la bande passante a celle obtenue pour une modulation du type QPSK (débit 30
bits/s), conclure
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Modifiez le curseur afin d'avoir du bruit

Bruit sur I' INFO
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Les modulations numériques : La modulation QAM

Les fondamentaux du cours

Relevez I'expression temporelle du signal modulé en faisant apparaitre les composantes de
module et de phase pour la constellation

=

Donnez I'expression littérale du spectre occupé par un sighal modulé en QAM

=

Identifiez I'effet de I'augmentation de la valence M sur le rapport signal sur bruit Eb/NO
=

Lancez l'applicatif Modnum_MAQ.exe et faire les réglages suivants :
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Fréquence de la PORTEUSE A propos

L

T T T T T A TEE T T 2 :

] 500 9000 150 2000 250 _ Détail du TP |
Débit binaire brut de I'INFO

Valence M

Ve :c (bits/s
e S i urarmrares .
0 50 100 150 200 £
Transmission de | bits/SYMBOLE —> Débitde [721| BAUDS

Bruit sur I' INFO Filtrage de NYQUIST

=M
INFO numérig
[ -;m. = ﬁﬁ' t’":

QUITTER ?

o

Le signa modulé est-il a enveloppe constante ?

il | ol i, ol |
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On peut tricher en faisant apparaitre la constellation complete :

raphe N”1 " CONSTELLATION

CLIQUEZ SUR LE BOUTON

Choisir un signal réel

INFO numérique

L

Relevez I'occupation spectrale du signal modulé et comparez avec une modulation PSK-64
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Rajoutez du bruit, comparez avec une modulation PSK.

Rajoutez un filtre de Nyquist

Filtrage de NYQUIST
[ M

Observez les signaux Ak et Bk, conclure
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Quel impact a le filtre sur l'occupation spectrale :
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Les modulations numériques : La modulation GMSK

Les fondamentaux du cours

Relevez I'écart de phase linéaire a chaque changement d'état binaire

=

Le diagramme de constellation fait apparaitre quatre points, justifiez cette caractéristique

=

Identifiez I'indice de modulation en se basant sur la démonstration du cours

=

On souhaite comparer la bande passante d’une modulation GMSK avec une modulation BPSK
a 100Kb/s
Le coefficient de Roll off est de 0.35

Calculez théoriquement 1I’occupation spectrale d’une modulation BPSK

=
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Le schéma du modulateur GMSK sous GNU RADIO est le suivant :

Options Import QT GUI Range QT GUI Range
1D: top_block Import: math ID: BT ID: maxi
Generate Options: OT GUI Label: BT Label: maxi

Default Value: 500m Default Value: 1
Start: 0 Start: 1
Variable Variable Stop: 1 Stop: 256
1D: const_size 1D: samp_rate Step: 100m Step: 10
Value: 4 Value: 100k Variable
1D: target freq

Value: 433.847TM

QT GUI Constellation Sink
Random Source Name: OT GUI Plot

Minimum: 0 Number of Points: 1.024k
GMSK Mod Throttlie
1 Sample Rate: 100k

Maximum: 255 E'—‘—b-E Samples/Symbol: &

Num Samples: 100 BT: 350m
Repeat: Yes

QT GUI Frequency Sink
Name: QT GUI Plot

FFT Size: 1.024k

Center Frequency (Hz): 0
Bandwidth (Hz): 100k

B Probe Signal osmocom Sink
Sample Rate (sps): 100k

ChO: Frequency (Hz): 433.84TM
—b- ChO: Freq. Corr. (ppm): 0

ChO: RF Gain (dB): 5

ChO: IF Gain (dB): 10

Cho: BB Gain (dB): 10

Relevez approximativement sous SDRSHARP I’occupation spectrale du signal GMSK,
conclure.

=m0 i 433.811.122
R -

RTL-SDR (USB) ~

ONFM Oam OLse Ouse
@wrM ODsE Ocw ORAW

[ shit 0=
Filter Blackman-Haris 4 ~
i ‘“V.v‘\‘».‘"
Bandwidth QOrder
200000/= 250}=
Cw Shift

CE 0

FM Steree [] Step Size

Snapto Grid [ |1tz =
Correct 1Q []
Swapl3Q []

Samplerate s

Input [MME] CABLE Outpt

Output [MME] Hat parleurs

Latency (ms) 002

[] Unity Gain ] Filter Audio

AGC
FFT Display
Audio Noise Reduction *

IF Naise Reduction *
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Les modulations numériques : La modulation OFDM

Les fondamentaux du cours

Représenter la forme du spectre d'un signal modulé en OFDM
=

Etablir le schéma bloc d'un codeur OFDM
=

Quel écart de fréquence doit exister entre chaque sous porteuse afin de respecter
I'orthogonalité. L'orthogonalité se vérifie lorsque le spectre d'une sous porteuse s‘annule au
point ou le spectre d'une sous porteuse adjacente est maximum.

=

Quel élément dans la modulation OFDM permet de s'affranchir de I'TES
=

On souhaite vérifier |'étendue spectrale de la modulation OFDM en utilisant GNURADIO et
SDRSHARRP.
L'émission et la modulation OFDM sera réalisée sous GNURADIO
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Le schéma sous GNURADIO est le suivant :

Options Import Variable Variable
1D: top_block Import: math ID: target_freq 1D: samp_rate
Generate Options: WX GUI Value: 433.847TM Value: 100k
WX GUI FFT Sink
Title: FFT Plot
Variable Sample Rate: 100k
1D: const_size Baseband Freq: 0
Value: 4 ¥ per Div: 10 dB
—bﬂ ¥ Divs: 10
Ref Level (dB): 0
Ref Scale (p2p): 2
OFDM Mod FFT Size: 1.024k
Random Source Modulation: QAMES Ak Throttle :efres:ht?te: 15 -
Minimum: 0 - FFT Length: 1.024k | 3 e req ‘arname: None
¥ 255 out —.'IE Occupied Tones: 400 |out |
Num Samples: 1M Cyclic Prefix Length: 128 |

Repeat: Yes Pad for USRP: No
Payload Length: 0

ChO: Frequency (

—b- ChO: Freq. Corr. (

ChoO: RF Gain (dB
Cho: IF Gain (dB)

osmocom Sink
Sample Rate (sps): 100k

Cho: BB Gain (dB): 10

Hz): 433.84TM
ppm): 0

)35

10

Le bloc OFDM Mod permet la réalisation de la modulation OFDM

Type de modulation utilisée pour
chaque sous porteuse

P Dimension ou longueur de la |
FFT Length: 1.024k
fin| occupied Tones: 400 Nombre de sous porteuse

Cyclic Prefix Length: 128
Pad for USRP: No

P e Longueur de la période de
garde ou prefix cyclique

La bande passante du signal OFDM est donnée par la formule suivante :

samples rates X nombre de tonalités occupées

Dimension ou longueur de la IFFT

Le taux de données est le suivant :
_ samples rates X Ld xlog, M

CP
N x(1+ —lj\’;gth)

R : Débit binaire utile

Samples rates : taux d'échantillonnage en b/s
Ld : Nombre de tonalités occupées

M : Valence :

N : dimension de la IFFT

CP length : longueur du préfixe cyclique

FFT
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Le graphe de la FFT sous GNURADIO est le suivant :

= Top Block - + x
Trace Options
FFT Plot 2
0 - [ ] Peak Hold

_\(?Everagd

il Avg Alpha: 0.1333

-20 O [—
[] Persistence

-30

(] Trace A |Store|

(] Trace B |Store |

Amplitude {dB)
tn
=

-60
_,—,—:—'—'_'_'_'__ﬂ_‘- ] - -
70 Axis Options
dB/Div: +[ -
-8[] { N |
Ref Level: |
-90 1|
Autoscale
-100 L
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Stop

Frequency (kHz)

Relevez sous SDRSHARP L'étendue spectrale du signal modulé OFDM.,

| 433.800.000

! A b T
i f'f.,,\,.._...-,‘ 1".\‘,',““‘, it "'J"‘h A e 1',.*‘*..«'.&,!{..3_

hy, f-.\.u".."Ilf".-".f“m,.-1i|'l_;j.i.f"\l.'\_n"\’lﬂ_,|""
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Justifiez théoriquement cette étendue spectrale.

=

En déduire le débit binaire utile

Pour respecter I'orthogonalité des sous porteuses calculez approximativement la période
symbole TS ainsi que la période de garde TCP.

=
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Rappel Mathématique

e = cos(x) + isin(x)

/i ,—ix 1 s
eos(x) = il ; Bil] = —

2
cos?(z) +sin?(z) =1
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) 4 cos(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b) ’

tan(a + b) = a,b,a+0b # Z(mod.m)

1
cos(a) cos(b) = 5[0()5((1, +b) + cos(a — b)]

sin(a) sin(h) = =[cos(a — b) — cos(a + b)]

¢

o =

sin(a) cos(b) = %[Sin(& +b) + sin(a — b))

cos(p) + cos(q) = 2 cos ptd cos p{;q
2 2
cos(p) — cos(g) = —2sin By sin [ 24
2 2
pta\ (rP—4
5 o8 | =5

cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin®(a)

sin(p) + sin(g) = 2sin (

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

1+ cos(2a) 1 — cos(2a)

e G BN

cos“(a) = 5 , sin*(a) 5

. o s o (a.) (@) 1—1¢2 in(a) 26, () 2t

; sant t — tan | — a: cos(a) = — , sin(a) = — , tan(a) = -
n posan an (5 | on a: cos(a g a T tenla TR
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